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Algebra

Capitolul
Multimea numerelor intregi

(@3 Competente specifice si exemple de activitti de invatare
1. Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar
1.3. Identificarea caracteristicilor numerelor intregi in contexte variate
- Identificarea unui numdr intreg in situatii practice sau interdisciplinare (de exem-
plu: temperaturi, altitudini, golaveraje, debit/credit)
- Reprezentarea pe axa numerelor a opusului unui numar intreg, modulul ca dis-
tantd pe axa numerelor de la origine la reprezentarea numdrului
- Identificarea unor contexte practic-aplicative sau teoretice care folosesc ecuatii
sau inecuatii in multimea numerelor intregi

2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in
diverse surse informationale
2.3. Utilizarea operatiilor cu numere intregi pentru rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor
- Compararea numerelor intregi, pornind de la reprezentdrile acestora pe axa numerelor
- Ordonarea elementelor unei multimi finite de numere intregi
- Utilizarea regulilor specifice pentru efectuarea operatiilor cu numere intregi:
adunare, scadere, inmultire, impdrtire si ridicare la putere cu exponent natural
- Validarea (prin probd) a solutiei unei ecuatii sau a unei inecuatii in multimea
numerelor intregi

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice
3.3. Aplicarea regulilor de calcul si folosirea parantezelor in efectuarea operatiilor cu nu-

mere Intregi

- Aplicarea unor proprietdti ale operatiilor cu numere intregi pentru optimizarea cal-
culelor numerice

- Utilizarea regulilor de calcul cu puteri (calcule numerice)

- Utilizarea eficientd a metodelor de determinare a unei necunoscute dintr-o ecuatie
sau inecuatie (metoda mersului invers, metoda balantei, transformari ale relatiilor
de egalitate/inegalitate)

4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, a concluziilor si a demer-
surilor de rezolvare pentru o situatie data
4.3. Redactarea etapelor de rezolvare a ecuatiilor si a inecuatiilor studiate in multimea
numerelor intregi
- Formularea unor raspunsuri logice in raport cu cerinte de calcul numeric (corelatii
intradisciplinare; de exemplu: apartenenta rezultatului unui calcul la o multime,
estimarea rezultatului, utilizarea lui 0 ca factor in produse de numere)
- Scrierea unei ecuatii/inecuatii echivalente cu o ecuatie/inecuatie datd
- Redactarea demersului de rezolvare a unor ecuatii sau inecuatii in multimea nume-
relor intregi (inclusiv verificarea solutiilor)
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- Transpunerea unei probleme intr-o ecuatie care se rezolva in multimea numerelor
intregi

- Exprimarea unor caracteristici ale modulului, derivate din definifia acestuia ([x| = a,
|x| <a, |x| <a, unde a six sunt numere intregi)

Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date
5.3. Interpretarea unor date din probleme care se rezolva utilizand numerele intregi
- Analizarea unor situatii practice in care se utilizeazd numere intregi
- Analizarea unor consecinte posibile ce decurg din modificarea unui set de ipoteze in

probleme referitoare la numere intregi
- Incadrarea solutiei unei ecuatii intr-o mulfime de numere intregi, fard a efectua calcule

Modelarea matematici a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite
domenii
6.3. Transpunerea, in limbaj algebric, a unei situatii date, rezolvarea ecuatiei sau ine-
cuatiei obtinute si interpretarea rezultatului
- Transpunerea unei situatii date in limbaj matematic, utilizand ecuatii sau inecuatii
- Formularea de probleme cu numere intregi pe baza unei scheme date sau a unui
exercitiu dat
- Formularea unor probleme echivalente cu o problemd data in contextul numerelor

intregi



Unitatea: Multimea numerelor intregi.

Reprezentare pe axa numerelor. Comparare si ordonare

1. Numar intreg. Multimea numerelor intregi.
Opusul unui numar intreg. Reprezentarea pe
axa a numerelor intregi

La televizor sau la radio auziti zilnic ,,buletinul meteo”.
Temperaturile pot fi pozitive, zero sau negative.

+3°C se citeste ,,plus 3 grade Celsius”

+28°C  se citeste ,,plus 28 de grade Celsius”

-5°C se citeste ,,minus 5 grade Celsius”

—14°C  se citeste ,,minus 14 grade Celsius”
Temperaturile negative, zero sau pozitive se inregistreaza cu ajutorul

termometrului.

Dacd dorim sd stim indltimea unui munte
sau reperele unei epave de pe fundul ocea-
nului, inseamna ca dorim sa stim altitudinea.
Altitudinea se masoara luand ca reper nivelul
marii, care este considerat zero (0) metri.

Varful unui deal sau 1naltimea unui munte
se exprimd printr-un numir precedat de
semnul ,.+”, iar un punct de pe fundul unui
ocean se exprimd printr-un numar precedat de semnul ,,.—”.

In cadrul firmelor comerciale se folosesc notiunile de credit, debit si sold.

Exemple:

a) In luna septembrie, o firma a incasat 10000 lei pe marfa vanduti (creditul este
+10000 lei) si a cheltuit 5000 lei (debitul este —5000 lei). Soldul acestei luni este pozitiv,
adica +5000 lei, deoarece s-a incasat mai mult cu 5000 lei decat s-a cheltuit.

b) In luna octombrie, o firma a incasat 300000 lei (creditul este +300000 lei) si a
cheltuit 400000 lei (debitul este —400000 lei). Soldul acestei luni este negativ, adica
—100000 lei, deoarece s-a incasat mai putin cu 100000 lei decat s-a cheltuit.

In exemplele date s-au intalnit numere naturale precedate de semnul ,,+” sau de semnul
~— . Aceste numere sunt numere intregi.

Se numeste numir intreg numarul natural 0 sau orice numér natural diferit de 0
precedat fie de semnul ,,+” (plus), fie de semnul ,,—” (minus).

Observatii:
e Multimea numerelor Intregi se noteaza cu Z.

e Multimea {+1, +2, +3, ...} este o submultime a multimii numerelor intregi, se
noteazd cu Z, si se numeste multimea numerelor intregi pozitive.

Matematica. Clasa a VI-a
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e Multimea {-1, -2, -3, ...} este o submultime a multimii numerelor intregi, se
noteaza cu Z_ si se numeste multimea numerelor intregi negative.

e Multimea numerelor intregi negative mpreund cu multimea numerelor intregi
pozitive si cu numarul natural 0 formeazd multimea numerelor intregi, adicd, avem:

Z=7_U{0} U Z, sinotimZ = {..., -3, -2,-1,0,1,2,3, ..}.

e Multimea {0; +1; +2; +3; ...} se numeste multimea numerelor intregi nenegative.
e Se numeste opusul unui numar intreg diferit de zero acel numar intreg care se
obtine din numarul intreg considerat prin schimbarea semnului acestuia. Opusul numa-
rului intreg 0 este numarul intreg 0. Opusul numarului intreg +2 este numarul intreg
—2, iar opusul numarului intreg —5 este numarul intreg +5.

e Numerele intregi pot fi reprezentate pe axa numerelor. Axa numerelor este o dreapta
pe care am fixat: un punct numit origine, un sens pozitiv si o unitate de misura.

u.m.
c’ B’ A’ (0] A B C

| | | | | | | >
T >

-3 -2 -1 0 +1 +‘2 +3

Astfel, fiecarui numar intreg m, pe axa numerelor, ii corespunde un punct unic P.
Vom spune cd punctul P are coordonata m sau ca m este coordonata punctului P si
vom scrie P(m).

Sa reprezentam pe axa numerelor si numerele naturale.
0 1 2 3

I I I I I I I »
T T T T T T >

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3

Se observa ca orice numar natural » coincide cu numarul intreg +n si notdm +n = n.
. * .
Astfel, se poate scrie N' =Z.si N c Z.

e Numairul 0 nu este nici pozitiv si nici negativ.
e Numerele intregi negative sunt folosite pentru a descrie: adancimi sub nivelul marii,
temperaturi exprimate in grade Celsius sub limita de inghet, datorii.

Exemple:

a) In ziua de 2 februarie 2024, la ora 6 dimineata, temperatura a fost de ~9°C (minus 9
grade Celsius).

b) In Oceanul Atlantic s-a gasit, la adincimea de 4375 m, o epava. Adancimea poate fi
exprimata ca fiind —4375 m, raportata la nivelul marii.

c) Pasul Predeal se afla la indltimea de 1040 m. Altitudinea Pasului Predeal, raportata
la nivelul marii, poate fi exprimata ca fiind +1040 m.

d) Daci incasarile unei societiti comerciale au fost de 5 milioane lei si platile au fost
de 3 milioane lei, atunci soldul este de 2 milioane lei (+2 milioane lei).

e) Daca incasarile unei societdti comerciale au fost de 2 milioane lei si pléatile au fost de
3 milioane lei, atunci soldul este negativ (—1 milion lei), adicd societatea are o datorie
de 1 milion de lei.

Priviti axa numerelor si observati ca exista puncte egal departate de origine. Punctele 4
si A', punctele B si B’ sunt egal departate de originea axei. Dacd doud numere nenule sunt
coordonatele a doud puncte egal departate de punctul O (originea axei), atunci cele doud
numere sunt numere opuse.



Exemple:
a) Numerele —1 si +1 corespunzatoare punctelor A’ si 4 sunt numere opuse.
b) Numerele -3 si +3 corespunzitoare punctelor C’si C sunt numere opuse.

In general, daca notam cu a un numar natural nenul, atunci:

e opusul numarului negativ —a se noteaza cu — (—a) si este egal cu numarul pozitiv +a,
adica — (—a) = +a.

e opusul numarului pozitiv +a se noteaza cu — (+a) si este egal cu numarul negativ —a,
adica — (+a) = —a.

Retinem!

e Un numir intreg pozitiv se reprezintd cu ajutorul unui numar natural nenul precedat
de semnul ,,+7; (exemple: +1, +5, +47, +2025, ...);

e Un numar intreg negativ se reprezinta cu ajutorul unui numar natural nenul pre-
cedat de semnul ,,—; (exemple: -3, —29, 2025, ...);

e Multimea formata cu toate numerele intregi pozitive (Z, ), toate numerele intregi

negative (Z_) la care se adauga numarul 0, se numeste multimea numerelor intregi
sisenoteaza cuZ. DeciZ=72 U {0} U Z, ={..,—n,...—3,-2,-1,0,1,2,3, ..., n, ...}
e Orice numar intreg pozitiv se identifica cu un numdr natural nenul, adicd Z, =N\ {0}.

e Orice numar natural este numar intreg, adica N < Z.

e Doua puncte situate pe o axa a numerelor, simetric fata de originea axei, au coordo-
natele numere intregi opuse.

e Daca a este un numar intreg nenul, numerele intregi a si —a sunt numere opuse.
Numarul a este opusul numarului —a, iar numarul —a este opusul numarului a. Opusul nu-
marului intreg 0 este el insusi, adica 0.

e Daca a este numar pozitiv, atunci —a este numar negativ, iar daca a este numar negativ,
atunci —a este numar pozitiv.

® ® O activitati de invatare ® ® @

PE]intelegere *

1. Completati spatiile punctate cu raspunsul corect:
a) Orice numar natural este ... .
b) Opusul unui numar intreg diferit de zero este ... .
¢) Axa numerelor este ... .
2. Reprezentati pe axa numerelor urmatoarele numere intregi:
a)—5;+1; 0; —1; +2; —4; b) -7, +4; -3, 0; +13; -2; +5;
c)—5;-3;4;-7; 3; +5; d) 50; -50; 30; —20; +20; 10; —10; 0.
3. Precizati care dintre numerele de mai jos sunt naturale si care sunt intregi:

a)—17; +3; 0; %;713;41; b) -3;0; 83; +15; +43; -17.

4. Care dintre incluziunile urmatoare este corectd: N c Z sau Z c N?

Justificati. Dati exemple.

Matematicad. Clasa a VI-a



Nume Clasa

Test de autoevaluare

e Se acorda I punct din oficiu. Timp de lucru 50 de minute.

l. Completati pe fisa de evaluare spatiile punctate cu raspunsul corect. (2 puncte)

(0,5p) 1. Numerele intregi mai mari decat —3 si mai mici decat +2 sunt .............coccoecveuiee. \
(0,5p) 2. Numerele intregi negative mai mari sau egale cu —5 SUNt ........cceeveveeniieniainnnn. .
(0,5p) 3. Cel mai mic numar intreg de doua cifre este egal CU ........ccveeeviereeiieiieiicieee .
(0,5p) 4. Daca numerele intregi negative a si b verifica relatia |a| < ||, atunci numarul

Ml MIC AINTE @ S1 D ©SEE .veveeeienieiieiieiieie ettt ettt e e e enee s

II.  incercuiti pe fisd doar rispunsul corect, stiind cii numai unul dintre cele patru
raspunsuri este corect. (2 puncte)
(0,5p) 1. Cate numere intregi x verifica egalitatea |x| = 27
A. niciunul; B. unul; C. doui; D. cinci.

(0,5p) 2. Cate numere intregi verifica egalitatea |x| = —1?

A. niciunul; B. unul; C. doua; D. trei.
(0,5p) 3. Elementele multimii 4 = {x € Z|x = -2 six <3} sunt:
A.{-2,-1,0,1,2}; B.{-2,-1,0,1,2,3};
C.{-1,0,1,2}; D.{-1,0,1,2,3}.
(0,5p) 4. DacaA={xe Z||x|<3}siB={xe YA | x| = —x}, atunci 4 N B este:
A {-3,-2,-1,0,1,2,3}; B.{0,1,2,3};
C.{-3,-2,-1}; D.{-1,0,1}.

IIl.  Uniti prin sageti fiecare enunt, aflat in coloana din stanga, cu riaspunsul cores-
punzator, aflat in coloana din dreapta. (2 puncte)
Se considerd multimea 4 = {1, +2, -3, — (-1), — (+5)}. Determinati multimile:

(0,5p) ) ANZL=.. 1) {-5,-3,-1,1,2};

(0,5p)b) ANN= .. 2) {-5,-3,-1}

(0,5p) c) A\N= ... 3) Z;

0,5p) HAUZ=.. 4){-3,-1,1};
5){1,2}.

Matematica. Clasa a VI-a
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La problemele IV si V scrieti pe fisa de evaluare rezolvarile complete. (3 puncte)

(2p) V. a) Determinati numerele a, b € {-2, -1, 0, 1} astfel incat numerele 2, 1, a, b, 2
sa fie asezate descrescator.
b) Determinati toate valorile posibile ale numerelor x si y, stiind cé |x| = 2, |y| =

=3six<y.

(Ip) V. Determinati cifra x astfel incat propozitia —x3 > 45 i fie adevirata.

Subiectul L1 1.2 1.3 1.4 IL.1 1.2 | .3 | 114 I11. IV. V.
Punctajul

Nota

n
o




Unitatea: Operatii cu numere intregi (1)

EXZ3 1. Adunarea numerelor intregi.
Scaderea numerelor intregi

Pe multimea numerelor intregi Z se defineste o operatie denumiti adunarea

numerelor intregi. Aceastd operatie se defineste cu ajutorul operatiei de adunare a
numerelor naturale astfel:

Se numeste suma a doui numere intregi diferite de zero un numar intreg care este:
e suma modulelor celor doud numere intregi precedata de semnul ,,+”, daca cele doua

numere intregi sunt pozitive;
e suma modulelor celor doua numere intregi precedata de semnul ,,—, daca cele doui

numere intregi sunt negative;
o diferenta modulelor celor doud numere intregi precedata de semnul numarului cu
modulul mai mare, daca cele douii numere intregi au semne diferite si module diferite;
e numirul intreg 0, dacd cele doud numere intregi au semne diferite si module

egale.

Se defineste, de asemenea, suma oricirui numir intreg a cu numirul intreg 0 si
suma numirului 0 cu orice numir intreg « ca fiind numirul intreg a.

Operatia prin care se obtine suma a doud numere intregi se numeste adunarea
numerelor intregi.

Pe multimea Z a numerelor intregi se defineste si operatia de scadere astfel:

Daca a si b sunt numere intregi, se considera: a — b = a + (-b), a — b numindu-se dife-
renta dintre a si b.

Deci, pentru a obtine diferenta dintre numaérul intreg a si numéarul intreg b, se
efectueaza suma numaérului intreg a cu opusul numérului intreg b.

Retinem!

e Pentru orice doud numere intregi a si b se defineste numarul unic, notat a + b, numit
suma numerelor a si b.

e Operatia prin care fiecarei perechi de numere « si b se asociaza suma acestora se
numeste adunare, iar numerele a si b sunt termenii adunarii.

eDacia=0sib20,atuncia+b20sia+b=|a|l+|b|

®Dacdaa<0sib<0,atuncia+b<0sia+b=—(a +|b|).

e Dacia>0,b<0si|a| > |b|,atuncia+b>0sia+ b=|a|—|b|

e Dacd a>0, b <0si|a| <|b|, atunci a + b =—(|b]| —|a]).

e Semnul sumei este acelasi cu semnul termenului care are modulul mai mare.

e Pentru oricare doud numere intregi a si b se defineste diferenta a — b ca fiind suma
dintre numarul a si opusul numarului b.

e Semnul ,,—” in fata unei paranteze schimba toate semnele numerelor din paranteza.

Matematicad. Clasa a VI-a
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® ® O qctivitdti de invditare ® ® @

PE]intelegere *

1. Completati corect propozitiile:
a) Suma a doua numere intregi pozitive este un numar intreg
b) Suma a doud numere intregi negative este un numar intreg
¢) Suma a doud numere intregi .......

sau sunt de semne

sau sunt de semne

2. Calculati:
a) (+35) + (+3);
e) (-10) + (-30);
D7)+ (7

3. Calculati:
a) (+25) + (+10) + (+10);
¢) (+15) + (-13) + (-3);
) (-101) + (=102) + (-103) + (-104);
g) (F21) + (-22) + (-23) + (+24);

4. Calculati:
a)-9+-3|+5;

d) 15+ -7+ 12];

b) (+4) + (-2);
f) (=15) + (=5);
) E7) + (+4);

este un numar intreg
d) Dacd suma a doud numere intregi este pozitivd, atunci numerele au semnul
cu modulul mai mare al numarului intreg
¢) Dacd suma a doud numere intregi este negativa, atunci numerele au semnul
cu modulul mai mare al numarului intreg

b) [3[+ (=7) + | -4];

e)3+[4+8+|3+5];

5. Completati tabelele:

a) a 17| +2 | 0 | 2| +5 | 4 | +3 | -5 |+11|-13| +6
a+(=5)
b) + [l a0 [+ 3[+8[-11]+2] -6
+1
4
0
-3
6. Efectuati:
a)-31-0; b) 0 — (-37); ¢) 19-0; d) 0 — (+25);
e) 6—(-6); f) -6 — (+6); g) —6 - (-6); h) 6 — (+6);
i) 18 — (+5); j) =50 — (+17); k) =200 — (-=125); 1) —104 — (+56).

¢) (-6) + (-1);
g) (+17) + (-10);
k) (+15) + (-10);

d) (-6) + 0;
h) (#2) + (=1);
1) (-20) + (+10).

c) |3+ 5|+ (-10);
f) 25+ |-12+70-8|.

sau un numar intreg

b) (-32) + (=23) + (=15);
d) (-92) + (+32) + (+30);
f) (=10) + (+13) + (=16) + (+19);
h) (+12) + (=11) + (+9) + (+7).

7. Care numar intreg este egal cu opusul sau?

8. Completati propozitiile:

a) ,,Daca a si b sunt numere intregi si ..., atunci a — ¢ = b — ¢.” Dati 3 exemple.
b),.Dacia, b,c,de Zsia=b,c=d, atunci ... .” Dati 3 exemple.

9. Scédeti 23 din ambii membri ai egalitatii: 43 = 60 — 17.



Unitatea: Operatii cu numere intregi (2)

@233 1. Inmultirea numerelor intregi. Proprietati

Produsul a doud numere intregi « si b este un numar intreg notat cu
a - b obtinut astfel:

a)dacia=0saub=0,atuncia - b= 0;

b)dacia>0sib>0saua<0sib<0,atuncia-b=|a|-|b|;

c)dacia>0sib<0saua<0sib>0,atuncia-b=—a|-|b|.

Numerele a si b se numesc factorii produsului.

Exemple:

a)0-(-2)=0; (-7)-0=0; (+5)-0=0; 0-(+3)=0;

b) (+2) - (+5) = [+2| - [#5|=2-5=10; (2)- (-5)=|2|- |-5|=2-5=10;

¢)(+2) - (5)=—|2| - |-5|=-2-5=-10; (-2) - (+5)=—|2| - |+:5|] =2 - 5 =-10.

Din definitia produsului a doud numere intregi rezulta urmatoarele reguli de calcul:

1. Oricare ar fi numérul intreg ¢, avem: a- 0=0-a=0.

2. Oricare ar fi numarul intreg a, avem: a - (1) =(-1) - a =—a.

3. (Regula semnelor) Oricare ar fi numerele intregi a si b, avem:
(-a)-b=a-(-b)=-a-b; (-a)- (-b)=a-b.

Re;inem!

e Operatia prin care se obtine produsul a doud numere Intregi se numeste inmultire.
e Inmultirea numerelor intregi are urmétoarele proprietati:

— este comutativa, adica oricare arfia, b€ Z avem: a-b=1>5 - a;

— este asociativa, adica oricare ar fia, b,c€ Z avem: (@-b)-c=a- (b - ¢);

— este distributiva fatd de adunare si scadere, adica oricare ar fi a, b si c € Z avem:
a-(btc)=a-b+ta-c;a-(b-c)=a-b-a-c;

— numarul intreg 1 este element neutru la inmultirea numerelor intregi, adica oricare

arfiae Zavem: 1 -a=a-1=a.

Observa;ii:
Utile in aplicatii sunt urméatoarele proprietati:
e Oricare ar fia, b,c€ Z,dacaa=b,atuncia-c=b>b - c.

e Oricare ar fia, b,ce Z,dacac#0sia-c=b- c, atuncia =b.
e Oricare ar fia, b,ce Z,dacaa=>bsic=d,atuncia-c=b-d.

e Daca intr-un produs de numere intregi numarul factorilor negativi este impar,
atunci produsul este negativ, iar daca numarul factorilor negativi este par, atunci produsul
este pozitiv.

e Regula de folosire a parantezelor la numere Intregi este aceeasi ca cea de la numere
naturale.

Matematica. Clasa a VI-a
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e La fel ca in multimea numerelor naturale, in multimea numerelor intregi, inmultirea este
operatie de ordinul al doilea.

e intr-un sir de operatii cu numere intregi, operatiile de ordinul al doilea se efectueaza
inaintea operatiilor de ordinul Intai.

® ® O qctivitdti de invitare ® ® @
PElintelegere*

1. Completati corect propozitiile.

a) Produsul a doua numere intregi pozitive este un numar intreg ... .

b) Produsul a doud numere intregi negative este un numar intreg ... .

¢) Produsul a doud numere intregi de semne contrare este un numar intreg ... .
2. Completati tabelul urmator:

a -15 43 104 23 -196 | 34 0 —2011
b -8 =50 =70 105 0 —86 | —2010 -1
a-b
3. Efectuati:
a) (2) - (-5); b) (=7) - (+3); ) 18- (-1);
d)9 - (+3); e)—11-(+4); £) =73 - (0);
g) 41 - (+2); h) -10 - (213); )4 - (-102);
j) =33 - (+10); k) 18- (-5); )0 - (-19).
4. Completati tabelul:
: 2[5 0] 4a]*3[=10]+11] 6 | +10 ] -5
3
0
+4

5. Completati propozitiile:
a) Produsul a doua numere intregi ... este un numar intreg pozitiv.
b) Produsul a doud numere intregi ... este un numar intreg negativ.
¢) Produsul dintre un numar intreg si zero este ... .
d) Produsul a doua numere intregi este zero, daca cel putin ... .
6. Efectuati operatiile din tabel si puneti rezultatul in linia N sau Z, dupa cum rezultatul

este numar natural sau intreg:

Operatia [ 14 - (-5)[28 - (+9)] (-2) - 31 [ (=131) - 10 [0 - (-97)[ (13) - (1) [(=7) - (+1)] 203 - (-1)
N
Z

7. Produsul a trei numere intregi este un numar negativ. Cati factori pot fi negativi?
8. Calculati in doud moduri:

a)3-(5-7); b)-3-(-4+9);

¢) (=5)- 6+ (=5) - 10; d) (-6) - [8 - (-3)];

e) (+2) - (-4 + 6); ) (=2) - (+3 - 8);
2D D+ ED - (5 h) (=8) - [(=6) + (-D)].



Unitatea: Operatii cu numere intregi (3)

23 1. Puterea unui numar intreg cu exponent
numar natural. Reguli de calcul cu puteri

Daci a este un numar intreg si » este un numér natural, » > 2, atunci puterea n a

luia este: a”" =a-a-a-...-a, a se numeste bazi, iar n se numeste exponent.
3 3
n factori
Prin definitie, a' = a, iar dacd a este diferit de zero, atunci a’ = 1.
Nu se defineste 0°, se mai spune ca 0° nu are sens.

PROPRIETATI:

1. Daca baza este un numar pozitiv, puterea este un numar pozitiv oricare ar fi expo-
nentul.

2. Daca baza este un numar negativ si exponentul este numar par, atunci puterea este
un numar pozitiv.

3. Dacé baza este un numar negativ si exponentul este numar impar, atunci puterea este
un numar negativ.

. a’,pentrun=2k, ke N
(+a)"'=+a"=a" si (—a)' = .
—a",pentrun=2k+1, ke N

Exemple:
2’=(2) (2 ()=-8:(-2)'=(-2): (-2)- (-2)- (-2)= 16
24=-2.2:2:2=-16; (+5)° = (+5) - (+5) - (+5) = 125; (+11)* = 121.

Re;inem!

Daca a si b sunt doua numere intregi, 7 si n sunt doud numere naturale, iar operatiile
care trebuie efectuate sunt definite (au sens), atunci avem:

1. Produsul a doud puteri care au aceeasi baza: a™ - a" = a™ *".

2. Catul a doua puteri care au aceeasi baza: a™ : a" = a™ ",

3. Puterea unei puteri: (a™)” = a™ ".

4. Puterea unui produs: (a - b)" = a" - b".
5. Puterea unui cat: (a : b)" = a™ : b™.
Exemple pentru aplicarea regulilor de calcul cu puteri:
1. (53)- (437 = (:3)* = (:3)%; 175171 = 17511 = 1716,
31°-31 =311 =31, () (4) - (4) = (45 = ().
2. 115113 =113 =11% (-6)* : (-6)* = (-6)>* = (—6)*.
3. (57)2=572=5 [(C13)1] = (£13)113 = (-13)%;
) =[P = (3P4 = (3)s (4 = (2 =20 =2
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4. [(3) (2P = (37 (-2)% [(+2) - (5)F = (42 (-5
[(-3) - (+S)F = (-3)* - (+5); [(+2) - (+3) = (+2)° - (3.
5. [(-6) : (3P = (-6 : (3)% [(-2): (D] = (-2): (+1)';
[(+10) : (-5 = (+10)° : (-5); [(+6) : (1) = (+6) : (+2)”

® ® O qctivitdti de invitare ® ® @
PE Jintelegere *

1. Efectuati:

a) 1°; b) (-1)’; ©) (-1)% d) -1 e) (+1)%
f) +1°% g D' h) (1) i) 1% DEDE
k)17 DD m) (-1)'%; n) (-1)*%; 0) (+1).
2. Completati tabelul:
n n® n' n? n’ n' n’
1
-1
+3
-3
3. Calculati:
a) (-2)* si 2% b) (1)’ si—1% ¢) (-7 5i 7%
d) (-12)* 5i -12% e) (-6)° si ~6"; f) (+3)° 5i +3°.
4. Efectuati:
a) 0% b) (-15)'; ¢) (+3)" d) 0% e) 0'%;
ICUN g (+13)} hyo'; D) (-3) D5
k) (+6)°; 1) 0% m) 33%; n) 1%; 0) 334
p) (-33)' 1) (-33)"; s) (=D
5. Efectuati:
a) 2%; b) (-2)’; ¢) (-2)%; d) 2°% e) (-2)%
) +21; g) 3% h) (-3)% i) 32, si apoi adunati rezultatele gasite.

6. a) Determinati numerele intregi a caror putere a doua este 4.
b) Determinati numerele intregi a caror putere a treia este —4.
c¢) Determinati numerele Intregi a céror putere a treia este —8.
d) Determinati numerele Intregi care la puterea n dau 1.
e) Determinati numerele Intregi care la puterea n dau —1.

7. Completati casutele astfel incat egalitdtile sa fie adevarate:

a) ([ ]y =+16; b) ([ ])Y=-27; o) ([ ]y =125
O (D=7 o (Lr=1 b (L] =81
8. Fic a € Z', m, n numere naturale. Inlocuiti spatiile punctate astfel incat urmitoarele
propozitii sa fie adevarate:
a)a’=..; b)a'=..; )d"-d'=..; d)a""=..,
e)d":a"=..; Ha""=..; g)(@")y'=..; h)ya""=....



Unitatea: Ecuatii, inecuatii, probleme care se rezolva

&3 1. Ecuatii in multimea numerelor intregi

Fie a si b doua numere intregi. Se formuleaza urméatoarea problema:

cu ajutorul ecuatiilor sau inecuatiilor in
multimea numerelor intregi

Determinati numerele intregi x pentru care ax + b = 0.

De obicei, aceasta problema se formuleaza mai scurt astfel:
Rezolvati in Z ecuatia: ax + b=0,unde a si b € Z, a # 0.

Un numar intreg xo, pentru care axo + b = 0, se numeste solutie a ecuatiei.
A rezolva ecuatia inseamnd a gisi multimea solutiilor ei care se noteaza cu S.
Douad ecuatii se numesc ecuatii echivalente daca au aceeasi multime de solutii.

1.

Rezolvarea in Z a ecuatieiax +b=0(a e Z*, b e Z)

e adunam in ambii membri ai ecuatiei numarul —b i obtinem ecuatia echivalenta:
ax +b—b =-b, adica ax = —b.
Se spune cd am separat termenul cunoscut b de termenul necunoscut ax, prin
trecerea termenului cunoscut b in partea dreaptd a egalitatii cu semn schimbat.
e impartim ambii membri ai ecuatiei ax = —b cua # 0;
— daca (-b) : a este numarul intreg k, atunci ecuatia are solutii in multimea
numerelor intregi si S = {k}.
— dacd (-b) : a nu este numar intreg, atunci ecuatia nu are solutii in multimea
numerelor intregi, deci § = &.

. Rezolvarea in Z a ecuatieiax +b=c(a € Z*, b, c € Z)

e adunam in ambii membri ai ecuatiei numarul —b si obtinem ecuatia echivalenta:
ax+b—-b=c—b,adiciax=c- b,
Iy .. . .. Co c—b
o Tmpartim ambii membri ai ecuatiei cu a # 0 si obtinem: x = ;
a

c—b . . . N .
=k si k este numar intreg, ecuatia are solutii in multimea numerelor

— daca
a

intregi si S = {k};

nu este numar intreg, atunci ecuatia nu are solutii in multimea

. C—
— daca
a

numerelor intregi, deci S = &.

E Exercitii rezolvate:

Rezolvati in Z ecuatiile:

1.

a)3x+9=0[+(-9) =3x=-9|:3)ox=-3si-3e ZoS={-3}

b)—7x+3=0|+(—3)<:>—7x=—3|:(—7)<:>x=% si %e 7<S=Q0.
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2. ) 2x+7=11 |+ (-1 -2x=4|:(2)ox=-2512e€ Z& S={-2};
b) 5x—7=12|+7<:)5x=19|:5(:)x:? si ? g7 S=0.
Observatie: Utilizand regulile de calcul din Z si separarea termenilor cunoscuti de

termenii necunoscuti, anumite ecuatii se aduc la forma echivalenta: ax = b, a cérei rezol-
vare in multimea Z este imediata:

e . b
e prin impartirea cu a # 0 se obtine: x=—.
a

b . .
—dacd —=k sikeste numar intreg, atunci S = {k};
a

b .
—dacd — nu este numdr intreg, atunci S = .
a
Exemplu: Rezolvati in Z ecuatia 6 = 4(x + 1) — 2(x — 2).
Rezolvare:
e desfiintam parantezele si obtinem ecuatia echivalentd: 6 =4x + 4 — 2x + 4;
e cfectudm calculele in membrul drept, grupand convenabil termenii:
6 = (4x — 2x) + (4 + 4) si obtinem: 6 =2x + §;
e separam termenul necunoscut 2x de termenii 6 si 8 prin trecerea lui 8 in stanga
egalitdtii cu semn schimbat: 6 — 8 = 2x, adica —2 = 2x sau 2x = —2;

. .. . W -2 . .
e impartim la 2 ambii membri ai egalitdtii si obtinem: — = x, adicax=-1si 5= {-1}.

® ® O qctivitdti de invatare ® ® @
E intelegere *

1. Completati spatiile punctate:
a) A rezolva o ecuatie Inseamna ... .
b) Un numar intreg m este solutie a ecuatiei ax + b=0,unde a, b, c € Z,a+0, daca ... .
¢) Doui ecuatii se numesc echivalente daci ... .
2. Verificati dacd —1 este solutie pentru ecuatiile:
a)3x+5=2; b)2x+3=35; c)—x+3x+5=3.
3. Rezolvati ecuatia: 2x — 1 =-3, in multimea 4 = {-3, -2, -1, 2}.
4. Rezolvati ecuatia: —3x + 1 = -8, in multimea B = {-1, 0, 1, 3}.
5. Rezolvati in Z ecuatiile:

a)Tx—14=0; b) 4x +12=0; ¢c)-9x +27=0; d)—-4x—-36=0;
e)2x +4=-10; f) 10 ="7x — 4, g)6=4x—2; h)—-7=4x+1;
)11 =2x+3; j)5x—6=14; k)5x—1=9; 1)—4x +1=-15;
m) 5x+17=2; n) —6x +4 =-8; 0)8x+6=-2; p) Sx=4x+1.

6. Reprezentati fiecare dintre elementele urmatoarelor multimi, scriind elementele lor
intre acolade:

A={x|xe Z,3x=6}; B={x|xe Z,-1x=0};
C={x|xe Z,2x=10}; D={x|xe Z,~x-5=0};
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AUTOEVALUARE

Cititi cu atentie afirmatiile de mai jos si acordati un calificativ: insuficient (I),
suficient (S), bine (B) sau foarte bine (FB) pentru a va evalua parcursul de invatare din
continuturile studiate.

AFIRMATII FB| B | S |1

1. Stiti sa identificati numerele intregi n situatii practice sau
interdisciplinare (temperatura, altitudine, debit/credit, golaveraje).

2. Stiti s reprezentati numerele intregi pe axa numerelor utilizand
si notiunile de opus si modul.

3. Stiti sa comparati numerele intregi pornind de la reprezentarea
acestora pe axa numerelor.

4. Stiti sa ordonati elementele unei multimi finite de numere
intregi.

5. Stiti sa utilizati regulile specifice pentru efectuarea operatiilor cu
numere intregi: adunare, scadere, Inmultire, impaértire, ridicare la
putere.

6. Stiti sa validati, prin proba, solutia unei ecuatii sau inecuatii cu
coeficienti numere Intregi.

7. Stiti sa transpuneti o problema intr-o ecuatie/inecuatie care se
rezolva in multimea numerelor intregi.

8. Stiti sa utilizati metoda de determinare a unei necunoscute dintr-o
ecuatie (metoda mersului invers, metoda balantei, transformari ale
relatiilor de egalitate).

9. Stiti sa utilizati metoda de determinare a unei necunoscute dintr-o
inecuatie (metoda mersului invers, metoda balantei, transformari
ale relatiilor de inegalitate.

10. Stiti sa formulati probleme cu numere intregi pe baza unei
scheme date sau a unui exercitiu dat.

11. Stiti ca modulul unui numar reprezinta distanta pe axa
numerelor de la origine la reprezentarea numarului.

12. Stiti sd exprimati caracteristicile modulului unui numar intreg,
derivate din definitia acestuia (|x| = a, |x| < a, |x| < a, unde a si x
sunt numere ntregi).




Capitolul
Multimea numerelor rationale

m Competente specifice si exemple de activitati de invatare
1. Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar
1.4. Recunoasterea fractiilor echivalente, a fractiilor ireductibile si a formelor de scriere
a unui numar rational
- Identificarea unui numdr rational in situatii practice sau interdisciplinare (de
exemplu: temperatura corpului, indltimea unei persoane, pretul unui produs)
- Reprezentarea numerelor rationale pe axa numerelor, utilizand si notiunile: opus i
modul

2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in
diverse surse informationale
2.4. Aplicarea regulilor de calcul cu numere rationale pentru rezolvarea ecuatiilor de
tipul: x +a=b,x-a=b,x:a=b(a#0),ax +b=c, unde g, b si c sunt numere
rationale
- Utilizarea regulilor specifice pentru efectuarea operatiilor cu numere rationale:
adunare, scadere, inmultire, impadrtire (calcule ce implicd maximum doud operatii)
- Estimarea rezultatului unui calcul inainte de efectuarea lui (cu scopul dezvol-
tarii abilitdtilor de calcul mintal in contexte practice, cotidiene, de exemplu:
cumpdrdturi, cantitdti necesare, cantitdfi suficiente)
- Validarea (prin probd) a solutiei unei ecuatii cu coeficienti numere rationale
- Rezolvarea de ecuatii utilizdnd regulile de calcul studiate

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice
3.4. Utilizarea proprietatilor operatiilor pentru compararea si efectuarea calculelor cu numere

rationale

- Compararea numerelor rationale, inclusiv pozitionarea numerelor pe axa numerelor

- Ordonarea elementelor unei multimi finite de numere rationale

- Utilizarea de proprietdti ale operatiilor cu numere rationale pentru optimizarea cal-
culelor numerice

- Utilizarea regulilor de calcul cu puteri (calcule numerice)

- Determinarea unei necunoscute dintr-o ecuatie (metoda mersului invers, metoda
balantei, transformari ale relatiilor de egalitate)

4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, a concluziilor si a demer-
surilor de rezolvare pentru o situatie data
4.4. Redactarea etapelor de rezolvare a unor probleme, folosind operatii in multimea
numerelor rationale
- Formularea unor rdaspunsuri logice in raport cu cerinte de calcul numeric
(corelatii intradisciplinare; de exemplu: apartenenta rezultatului unui calcul la
o multime, estimarea rezultatului)
- Transpunerea unei probleme intr-o ecuatie care se rezolvd in multimea numerelor
rationale
- Redactarea demersului de rezolvare si validarea solutiilor (prin probd) in cazul
problemelor cu continut practic
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5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date
5.4. Determinarea unor metode eficiente in efectuarea calculelor cu numere rationale
- Analizarea unor situatii practice in care se utilizeazd numere rationale
- Analizarea §i alegerea metodei optime de efectuare a calculului numeric prin utili-
zarea de proprietdti ale operatiilor studiate
- Interpretarea raspunsurilor obtinute prin rezolvarea de ecuatii si identificarea mulfimii
solutiilor

6. Modelarea matematici a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite
domenii
6.4. Interpretarea matematica a unor probleme practice prin utilizarea operatiilor cu
numere rationale
- fmpdr}irea unei cantitdfi in parti direct sau invers proportionale cu mai multe numere
date
- Interpretarea matematicd a unei proportionalitdti referitoare la segmente (de exemplu,
interpretarea regulilor din sirul lui Fibonacci in constructii geometrice cu segmente,
pdtrate si dreptunghiuri)
- Transpunerea, in limbaj matematic, a unei situatii date, utilizand ecuatii in con-
textul numerelor rationale
- Formularea de probleme cu numere rationale pe baza unei scheme date sau a unui
exercitiu dat

Unitatea: Multimea numerelor rationale.

Reprezentare pe axa numerelor. Comparare si ordonare

EZZd 1. Multimea numerelor rationale.
Numar rational.

Definitie: Prin numar rational intelegem orice pereche de numere intregi (a, b),
. < - . a
unde b # 0, scrisa sub formi de fractie ;

1411 4 7 =31 .
Exemple: —, —,—,—,——, —— sunt numere rationale.

2717357 519 -69
Observagii:

e Multimea numerelor rationale se noteaza cu Q si Q = {% a, beZ, b+ O}.

e Numerele intregi sunt numere rationale. In particular, numerele naturale sunt
numere rationale. Intr-adevar, daca a este numar intreg (in particular numar natural),

. a . d
atuncia=a: 1= n si Te Q.

Prin urmare, N < Z < Q.
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Exemple:

a) Numerele naturale 0, 1, 2, 3, ... sunt numere rationale deoarece 0 =0 : 1 = %gi % e Q,

1.1 2.2
1=1:1=-s1i-€Q,2=2:1==s1 —€ Q, ....
11 Q 11 Q

. . -1 .
b) Numerele intregi —1, -2, -3, ... sunt numere rationale deoarece -1 =—1: 1 = T si
-1 -2 .2
—eQ,2=2:1=—3s1—€ Q, ...
1 Q 11 Q
< . a . c¢ . .. a c 9
e Doud numere rationale b s 7 sunt numere rationale egale, adica b = 7 daca

. . .a .c . . o
a -d = b -c. In acest context, se mai spune ca " si 5 reprezinta acelasi numar rational.

Exemple:

a) Numerele rationale % si _—2 sunt egale si notam %= _—2, deoarece 1 - (—6) =2 - (-3).

b) Oricare doui dintre numerele rationale %, %, _T86’ _—Z sunt egale si, ca urmare, spunem
e .. 14 -8 3 . . W ... 1 4 8 3
ca fractiile —, —, ——, — reprezintd acelasi numar rational si notim — =— =—— =—.
2 8 —-16 -6 2 8 -16 -6

e Orice numir rational se poate reprezenta sub forméa de fractie ordinara ireduc-

tibila de forma % sau —%, undeae N, he Nsib#0.

-9 3 18
Exemple: — =-=; — = ——; =
15 5 21 7 —10

__6 -6 _3
-

. a . .
e Numerele rationale de forma 3’ unde a € N, b e N, a#0sib#0, le numim

. Y A . a
numerele rationale pozitive, iar numerele rationale de forma —;, undeae N, be N,

a # 0 si b# 0, le numim numere rationale negative. Notim cu Q+ multimea

numerelor rationale pozitive si cu Q- multimea numerelor rationale negative, adica:

Qs = {%| abe N,a#0,b# o} siQ.= {—%| abe Nya#0,b# o}.
Exemple:
a) 2,43, 87, i, 2, l, i sunt numere rationale pozitive;
5 6 11 13
-1 -12 48 . .. -1 1 =12 1
b) —, ——, —— sunt numere rationale pozitive, deoarece — = —, — = —,
-7 =36 -16 -7 7 =36 3
-8 _ .
-16
16 17 24 . .
¢)-5,-11, ——, ——, ——— sunt numere rationale negative;
4 23 15
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Unitatea: Operatii cu numere rationale

I3 1. Adunarea si scaderea numerelor rationale.
Proprietati

Adunarea numerelor rationale este operatia prin care oricarei perechi de
numere rationale a si b, i se asociaza numdrul rational notat a + b.

Observatii:

® Numarul rational ¢ + b se numeste suma numerelor a si b.

e Numerele a si b sunt termenii sumei a + b.

e Termenii unei sume pot fi reprezentati prin fractii ordinare sau fractii zecimale.

Suma a doud numere rationale diferite de zero este:

e suma modulelor celor doud numere rationale precedata de semnul ,,+”, daca cele
doui numere rationale sunt pozitive;

e suma modulelor celor doui numere rationale precedatd de semnul ,,—”, daca cele
doui numere rationale sunt negative;

e diferenta modulelor celor doui numere rationale precedatd de semnul numarului
cu modulul mai mare, daca cele doud numere rationale au semne diferite si module
diferite;

e numairul intreg 0, daca cele doud numere rationale au semne diferite si module
egale.

Se defineste, de asemenea, suma oricarui numaér rational « cu numarul rational 0 si
suma numirului rational 0 cu orice numir rational « ca fiind numirul rational a.

Sciderea numerelor rationale este operatia prin care oricdrei perechi de numere
rationale a si b i se asociaza numarul rational notat a — b.

Observagii:
e Numarul rational a — b se numeste diferenta numerelor a si b.
e Diferenta a doua numere rationale a si b se defineste ca suma dintre numérul rational a
si opusul numarului rational b, adica:
a—-b=a+ (D).
® Deoarece — (—b) = b, avem ca a —(—b) = a + b, pentru orice numere rationale a si b;
e in multimea numerelor rationale, orice diferenta este posibila.

Deoarece operatiile de adunare si scadere a numerelor rationale se reduc la operatii cu
numere intregi, proprietatile adunirii numerelor rationale sunt aceleasi cu proprietatile
adunarii numerelor intregi:

e adunarea numerelor rationale este comutativia: a + b = b + a, oricare ar fi numerele
rationale a si b;

e adunarea numerelor rationale este asociativa: (¢ + b) + ¢ = a + (b + ¢), oricare ar fi
numerele rationale a, b si c;

e numarul rational O este element neutru la adunarea numerelor rationale: a + 0 =0+ a,
oricare ar fi numarul rational a;

e orice numar rational a are un opus notat —a, astfel incat: a + (-a) = (—a) + a=0.

Matematica. Clasa a VI-a
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Observatii:
® Opusul numarului rational —a este numarul rational — (—a) = a.
e Definitia opusului unui numar rational, a diferentei a doud numere rationale si pro-
prietatea de asociativitate permit simplificarea scrierii prin eliminarea unor paranteze:
a) —(-a)=a; b)a-b=a+(-b)
cat(b+c)y=a+b+c d)y(a@+b)y+tc=a+b+tec.
e Daca intr-un exercitiu, o paranteza este precedata de semnul ,,+” se renunta la paran-
teza prin scrierea termenilor din interiorul parantezei cu semnele lor.
e Dacd intr-un exercitiu, o parantezd este precedatd de semnul ,,—” se renuntd la
paranteza prin scrierea termenilor din interiorul parantezei cu semne schimbate.
e Utile 1n calcule mai sunt:
a) adunarea unui termen la o egalitate ,dacd a = b, atunci a + ¢ = b + ¢, oricare
ar fi a, b si ¢ numere rationale”;
b) reducerea unui termen dintr-o egalitate ,, dacd a + ¢ = b + ¢, atunci a = b,
oricare ar fi a, b si ¢ numere rationale”;
c) adunarea a doui egalititi ,,dacd a = b si ¢ = d, atunci a + ¢ = b + d, oricare ar
fi a, b, ¢ i d numere rationale”.
e La fel ca si in multimea numerelor intregi, in multimea numerelor rationale, adunarea
si scaderea sunt operatii de ordinul intai.

2

Re_ﬁnem!

e Adunarea numerelor rationale se defineste pe baza adunarii numerelor rationale
pozitive si a adundrii numerelor intregi.

e Operatia de adunare a numerelor rationale pastreaza proprietitile adunirii numerelor
intregi.

o In multimea numerelor rationale, orice diferenta este posibila.

® ® O qctivitdti de invitare ® ® @
PE |intelegere *

1. Efectuati calculele:

2 5 3 6 2 1 1 1
a) —+—; b) —+—+—; )—+—+—;
7 7 11 11 11 2 3 6
o8 9, 1. 93 1.5, pLl,5.3
13 13 13 6 4 12 12 6 4
2. Calculati:
a) 17,2+ 1,56 — 14,4; b)4,8 - 1,3 +15.,9; ) 1,7 -2,(3) = 0,(6);
B =25+ 116 Q3= 1)+ D-2.0) +12-66)
3. Efectuati:
3 4 6 5 15 3 2 3 6
8 3 6 4 3 6 3 4 12



4. Calculati:

T el )
R TC B

5. Efectuati calculele:
)
RS S ¢ SR

6. Efectuati:

o3 (3 (N
o333 (361

7. Efectuati:

a) 0,2 — (+5,3) — (-4,1); b) 3,5 +2+(-10,6) + (+0,4);
C) _29(3)4_1%_(_1)7 d) 631 + [_15(6)] _4’1 +(+§j .
8. Efectuati:
a)21+3l—51; b)4l+L—§; c)51—i+2§;
3 2 6 4 12 6 5 20 4
d)21+1§—3i; e)ll—4£+1§; f)7—ll—21.
4 7 28 15 60 4 6 4
9. Folosind proprietatile modulului calculati:
a)|—1,4|+—1+§ S b)—]2,7-3,5]+]4,1-036];
1 -5 3 2 1
)| l-=|+|—+—|; d|+1LB3)+—|—-|—-2,(6)——].
) 3 12 4 ‘ ) ) 3 ‘ ‘ ©) 3 ‘
10. Stabiliti care dintre urmatoarele numere sunt intregi:
) SR
a=——+|—-——=|-—; =—l+=|+|-=|-—;
2 3 6 5 2) 10
—l—l—z—l, d=3+|-——=1+02
3 4 3 2

11. Se considerd numerele rationale:

Matematica. Clasa a VI-a
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Unitatea: Triunghiul

EZ3 1. Triunghi. Definitie. Elemente. Clasificare.
Perimetrul triunghiului

Definitie: Fiind date trei puncte necoliniare 4, B, C, se numeste A
triunghi determinat de punctele 4, B, C multimea formata de cele
trei puncte, impreund cu multimea tuturor punctelor segmentelor 4B,
BCsi CA (figura 1).

B

Observagii: Fig. 1

e Triunghiul este o multime de puncte din plan, adica o figurd geometrica, care are
trei laturi, trei varfuri si trei unghiuri.

e Triunghiul determinat de punctele 4, B, C se poate nota AABC, AACB, ABAC, ABCA,
ACAB, ACBA (la citirea unui triunghi literele 4, B, C pot fi asezate in orice ordine dorim).

e Punctele 4, B, C se numesc varfurile triunghiului. Segmentele 4B, BC, CA se nu-
mesc laturile triunghiului. Unghiurile ABC, BCA, CAB se numesc unghiurile triunghiului.

e in triunghiul 4BC, latura BC se opune unghiului A4 si, reciproc, unghiul A este
opus laturii BC, iar unghiurile B si C sunt alaturate laturii BC.

e Pentru lungimile laturilor unui triunghi 4BC, se mai folosesc notatiile: 4B = ¢, AC =
=b,BC=a.

e Daci nu existd posibilitatea unor confuzii pentru unghiurile triunghiului ABC se pot
folosi si notatiile «4BC = «B, «BAC = «A, +ACB = «C.

Definitie: Suma lungimilor laturilor unui triunghi ABC se numeste perimetrul triun-
ghiului, se noteaza cu Zypc si
Pyse=AB+BC+ CA.

Observatie: Semisuma lungimilor laturilor unui triunghi ABC se numeste semiperi-
AB+BC+CA

metrul triunghiului, se noteaza cu p4sc, unde p4pc = 5
Definitii:
e Un punct se numeste interior unui triunghi, daca punctul este interior fiecarui unghi
al triunghiului.
e Multimea tuturor punctelor interioare unui triunghi, se numeste interiorul triunghiului.
e Un punct care nu se afla pe laturile triunghiului si care nu este nici interior triunghiu-
lui se numeste punct exterior triunghiului, iar multimea tuturor punctelor exterioare unui

triunghi formeaza exteriorul triunghiului.

Definitie: Un triunghi care are laturile de lungimi diferite se numeste triunghi scalen
sau triunghi oarecare (figura 2).

C
Observagii:
e Triunghiul scalen se mai poate defini ca un triunghi in
care oricare doua laturi nu sunt congruente.
e in figura 2, 4B = 3 cm, AC = 2 c¢m, BC = 2,5 cm si
triunghiul ABC este scalen. A B
Fig. 2

Matematica. Clasa a VI-a

—
'Y
~N



Definitie: Un triunghi cu doua laturi congruente se numeste triunghi isoscel, iar cea
de-a treia laturd se numeste baza' triunghiului isoscel.

Observa;ii: A

e Triunghiul ABC din figura 3 este isoscel.

e Laturile congruente sunt AB si AC (AB = AC)

e Latura BC este baza triunghiului isoscel 4ABC. B C
Fig. 3

Definitie: Un triunghi cu toate laturile congruente se numeste triunghi echilateral.

Observa;ii:

A

e Triunghiul ABC din figura 4 este triunghi echilateral.

e Toate laturile sunt congruente, AB = AC = BC.

e Un triunghi echilateral este totodata triunghi isoscel, oricare doud

dintre laturile lui sunt congruente (AB = AC, AB = BC, AC = BC). B C
Fig. 4

Definitie: Un triunghi care are toate unghiurile ascutite se numeste triunghi ascutit-
unghic.

C
Observagii:
e Triunghiul 4BC din figura 5 este triunghi ascutitunghic.
e Toate unghiurile triunghiului sunt ascutite: 4 < 90°, B < 90°,
A B

C<90°.
Fig. 5

Definitie: Un triunghi care are un unghi drept se numeste triunghi dreptunghic.
Laturile care formeaza unghiul drept se numesc catete, iar latura opusa unghiului drept se
numeste ipotenuza.

.o C
Observa;u:
e Triunghiul ABC din figura 6 este triunghi dreptunghic («4 = 90°). &
® AB si AC sunt catete, BC este ipotenuza. A B

Fig. 6
Definitie: Un triunghi care are un unghi obtuz se numeste triunghi obtuzunghic.

C
Observatie: Triunghiul ABC din figura 7 este triunghi
obtuzunghic (¢4 > 90°). \ AN
A B

Retinem! Fig. 7
e Trei puncte necoliniare 4, B, C determina triunghiul ABC. Notam AABC si citim
Htriunghiul ABC”.

e Multimea punctelor care apartin interioarelor tuturor unghiurilor triunghiului ABC
formeaza interiorul triunghiului ABC. Notam Int(AABC) si citim ,,interiorul triun-
ghiului ABC”.

Matematicad. Clasa a VI-a

! Foarte probabil cd denumirea de ,,baza” provine din preferinta de a desena triunghiul isoscel cu
,baza in jos”. Desigur, aceasta preferinta nu impune din punct de vedere geometric nimic. De altfel,
148 siin aceastd carte apar frecvent triunghiuri isoscele ,,cu baza in sus”.



e Punctele care nu apartin triunghiului ABC si nici interiorului acestuia formeaza
exteriorul triunghiului ABC. Notdam Ext(A4BC) si citim ,,exteriorul triunghiului ABC”.

e Daci toate cele trei unghiuri ale unui triunghi sunt ascutite, atunci triunghiul se nu-
meste triunghi ascutitunghic.

e Dacd unul dintre unghiurile unui triunghi este unghi drept, atunci triunghiul se numeste
triunghi dreptunghic.

e Daca unul dintre unghiurile unui triunghi este obtuz, atunci triunghiul se numeste
triunghi obtuzunghic.

e Un triunghi care are laturile de lungimi diferite doud cate doua se numeste triunghi
oarecare sau triunghi scalen.

e Un triunghi care are doua laturi congruente se numeste triunghi isoscel.

e Un triunghi care are toate cele trei laturi congruente se numeste triunghi echilateral.

e Suma lungimilor laturilor unui triunghi se numeste perimetrul triunghiului.

® ® O qctivitdti de invitare ® ® @
PElintelegere* |

1. Desenati trei puncte necoliniare M, N, P si triunghiul determinat de cele trei puncte.
Denumiti varfurile, laturile si unghiurile triunghiului.
2. Desenati un triunghi 4BC si precizati:
a) latura opusa unghiului 4;
b) unghiul opus laturii 4B;
¢) unghiurile alaturate laturii BC.
3. Fie patru puncte P, O, R, H astfel incat oricare trei sunt necoliniare. Cate triunghiuri
determina cele patru puncte? Denumiti aceste triunghiuri. Fig. 8 A
4. Priviti figura 8. Scrieti apoi:
a) triunghiurile din figura care au ca latura comuna pe AB;
b) triunghiurile din figura care au ca unghi comun pe «FBD; C
¢) numarul triunghiurilor din figura.
5. Urmariti figura 9 si stabiliti valoarea de adevér a propozitiilor:

E
r

a) Q € AMNP; b) S € Int(AMNP);
c) R ¢ AMNP; d) T e Int(AMNP);
¢) T ¢ Ext(AMNP); f) S € Ext(AMNP). N

6. Cand spunem ca un triunghi este isoscel? Dar echilateral? Dar dreptunghic? Dar
obtuzunghic? Dar ascutitunghic?
7. Un triunghi dreptunghic POR are catetele PO si QR. Precizati care este ipotenuza si
care este unghiul drept.
8. Stabiliti natura triunghiului ABC stiind ca:

a)AB =4 cm, BC=5cm, AC =6 cm; b)AB=AC=6 cmsi BC=4 cm;

c)AB =AC =BC=06cm.
9. Stabiliti natura triunghiului LMP stiind ca:

a) «M=90° LM=4 cm, MP =4 cm; b) «M=110°, LM = MP =3 cm;

c) «M =45°, «L = 65°, «P =170°.
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E Aplicare si exersare **

10. Fie s unul dintre semiplanele determinate de o dreapta d. Desenati doua triunghiuri
care sd aiba o latura comuna inclusa in d si cate un varf in semiplanul s.
11. Desenati un triunghi MNP si fixati punctele:
a) 4 si B in interiorul triunghiului; b) Csi D care sa apartina triunghiului;
¢) E si Fin exteriorul triunghiului.
12. Calculati perimetrul unui triunghi daca:
a) semiperimetrul este 5,7 cm;

b)AB =4 cm, BC = % - AB si lungimea laturii AC este media aritmetica a lungimilor

laturilor AB si BC;
¢) AB=30mm, BC=1,8 cm si AC = 0,24 dm.
13. Aflati lungimile laturilor unui triunghi ABC stiind ca:
a) perimetrul triunghiului este de 9,6 cm, AC este cu 0,8 cm mai mare decat 4B si

o4
reprezintd 3 din BC;

b) perimetrul este 24 cm si lungimile laturilor sunt numere naturale pare, consecutive.
14. Se considera un triunghi ABC si un punct D intre 4 si B. Calculati lungimea laturii CD
daca perimetrele triunghiurilor ACD, BCD si ABC sunt egale cu 11 cm, 9 cm si, respectiv,
14 cm.

15. Stabiliti natura triunghiului MNP daca:
a) «M=110° b) MN =4 cm, MP =4 cm si «M = 90°;
¢) MN =32 cm, NP = 0,32 dm si MP =32 mm.

E Aprofundare si performanta ***

16. Dacda BC = a, AC = b, AB = c, stabiliti daca punctele 4, B, C sunt coliniare 1n fiecare
dintre cazurile:

a)a=7cm,b=5cm, c=8cm; b)a=8cm,b=11cm,c=3 cm.
17. Se considera un triunghi 4ABC si un punct D situat pe latura BC. Daca Z4pp = 19 cm,
Paacp =26 cm si AD =8 cm, aflati Paupc.
18. Aflati lungimile laturilor triunghiului ABC, stiind ca perimetrul sau este de 106 cm,
lungimea laturii AB este 40% din lungimea laturii AC, iar lungimea laturii AC este 80%
din lungimea laturii BC.
19. Lungimile laturilor unui triunghi sunt direct proportionale cu numerele 3, 5, 7, iar
semiperimetrul triunghiului este egal cu 180 cm. Aflati lungimile laturilor triunghiului.
20. Aflati perimetrul unui triunghi isoscel, stiind ca lungimea fiecareia dintre laturile con-
gruente este cu 18 cm mai mare decat lungimea bazei, iar valoarea raportului celor doua
lungimi este 1,5.

PE-PP JSupermate «*** |

21. Perimetrul unui triunghi isoscel este de 26 cm. Aflati lungimile laturilor triunghiului,
stiind cd una dintre ele are lungimea egald cu 8 cm.

22. Aflati perimetrul unui triunghi echilateral, stiind ca valoarea raportului dintre lungi-
mea laturii si cel mai mare numar natural de doua cifre divizibil cu 15 este 0,8(6).



Unitatea: Congruenta triunghiurilor (1)

(@233 1. Congruenta triunghiurilor oarecare

Ne amintim cd doui figuri geometrice sunt congruente daca, prin suprapunere,
coincid. Triunghiul este o figurd geometrica, deci doua triunghiuri care prin suprapunere
coincid se numesc triunghiuri congruente.

C K D T V
B G H F E S
a) Pe o folie transparentd copiati triunghiul ABC. Suprapuneti folia peste triunghiul
HGK, astfel incat varful 4 sa se suprapuna peste varful H, varful B sa se suprapuna peste
varful G si varful C sé se suprapuna peste varful K. Astfel, prin aceasta ordine de cores-
pondenta intre varfuri, observam ca triunghiurile coincid si AB = HG, BC = GK, AC = HK,
respectiv ¥4 = «H, «B = «G, «C = «K. Prin urmare, triunghiul 4BC este congruent cu
triunghiul HGK si notam AABC = AHGK. Notatia pune in
evidentd ordinea de corespondenti intre varfuri, perechide 4 B C
laturi congruente si perechi de unghiuri congruente. T T T
Perechile de laturi si perechile de unghiuri respectiv
congruente se numesc laturi omoloage, respectiv unghiuri omoloage ale triunghiurilor
congruente.
b) Triunghiurile DEF si STV sunt congruente si notam ADEF = ASTV, deoarece laturile
omoloage DE si ST, EF si TV, DF si SV sunt respectiv congruente (DE = ST, EF = TV,

DF = SV) si unghiurile omoloage «D si «S, «E si «T, «F si «V sunt respectiv congruente
(€D = «S, «E = «T, «F = «V).

H G K

Observatie: In scrierea congruentei triunghiurilor este esentiald ordinea de corespon-

denta intre elemente. Astfel, dacd AABC = A4’B’C’, nu rezultd ¢a AABC = AB’C’A’ deoarece
unghiurile omoloage in acest caz sunt altele decat cele din cazul anterior, dar rezultd ca
ABAC=AB’A’C’, AACB=AA'"C’'B’, ACAB=AC'A’B’, ACBA = AC'B’'A’, ABCA=AB'C'4’.

Re;inem!
e Doua triunghiuri care au laturile si unghiurile respectiv congruente sunt congruente.
e Congruenta triunghiurilor are urmatoarele proprietati:

— reflexivitate: AABC = AABC.

— simetrie: daca AABC = AMNP, atunci AMNP = AABC.

— tranzitivitate: dacd AABC = AMNP si AMNP = ASTR, atunci AABC = ASTR.
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PE]intelegere *

1. a) Cand spunem ca doua triunghiuri sunt congruente?

b) Stiind cda AMNP = AQRS, numiti unghiurile corespunzatoare congruente si laturile
corespunzatoare congruente.
2. Explicati de ce scrierea AMNP = AQRS este echivalenta (reprezintad acelasi lucru) cu
scrierea ANMP = ARQS.
3. In figura aldturati, triunghiurile sunt congruente, R r
congruentele intre segmente fiind marcate pe figura. /!\ //%
Este corectd scrierea AQRS = AUVT? Explicati de
ce! Scrieti cum este corect! 0 ’ s U ' v
4. Observati cd din AABC = AA’B’C’ rezultd cd AACB = AA’C’B’ si inca alte patru astfel
de relatii. Scrieti-le pe toate!
5. Ce fel de triunghi este triunghiul ABC, dacé putem scrie AABC = AACB?
6. Congruenta intre triunghiuri are aceleasi proprietati ca si congruenta intre segmente,
adica este simetrica, reflexiva si tranzitiva. Scrieti aceste proprietati!

E Aplicare si exersare **

7. Ce fel de triunghi este AABC daca putem scrie AABC = AACB = ACBA?
8. Ce relatii trebuie sd existe intre elementele unui triunghi 4ABC pentru a fi posibile
simultan congruentele:
a) AABC=AA'B'C'si AABC = AA’C'B"?
b) AABC=AA’B'C', AABC = AA’C'B’ i AABC = AB'C'4A"?
9. Stiind ca AABC = APHD si 4 = 30°, «B = 45°, «C = 105°, precizati masurile unghiu-
rilor triunghiului PHD.
10. Stiind ca AABC = AQRH si AB =3 cm, AC =4 cm, BC =5 cm, precizati lungimile
laturilor triunghiului QRH.
11. a) Este adevarata propozitia: ,,daca 4B = OR si «4 = «Q, atunci AABC = AQRP”?
b) Completati astfel incat sa obtineti o propozitie adevarata: ,,dacd AB = OR, 4 = <0,
................................................................................................... , atunci AABC = AQRP”.

E Aprofundare si performanta ***

12. Se considera triunghiurile congruente AABC = AMNP. Se stie ca AB =4 cm, «4 = 60°
siAC =8 cm.

a) Construiti triunghiul ABC.

b) Scrieti perechile de unghiuri congruente ale triunghiurilor.

¢) Scrieti lungimile laturilor MN si MP.
13. Se considera triunghiurile congruente AABC = AMNP.

a) Daca MN =4 cm, NP =3 cm si MP =5 cm, calculati lungimile laturilor triunghiu-
lui ABC.

b) Daca «4 =90°, «B =30° si «C = 60°, calculati masurile unghiurilor triunghiului MNP.
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Unitatea: Congruenta triunghiurilor (2)

(@2 1. Criteriile (cazurile) de congruenta a
triunghiurilor dreptunghice

Definitie: Un triunghi care are un unghi drept se numeste C
triunghi dreptunghic. Latura care se opune unghiului drept se
numeste ipotenuza. Celelalte doud laturi se numesc catete.

Figura 1 este un triunghi dreptunghic: €4 = 90°, BC este ipo- , B
tenuza, iar 4B si AC sunt catetele. Fig. 1

Urmatoarele teoreme sunt denumite cazuri de congruentd ale triunghiurilor drept-
unghice:

Cazul CC (cateta-catetd). Doua triunghiuri dreptunghice care au catetele res-
pectiv congruente sunt congruente. C c

Mai precis, oricare ar fi doud triunghiuri
dreptunghice AABC si AA'B'C', cu «4 = A" = £ }
= 90°, daca AB = A'B' si AC = A'C’, atunci 4 + B 40 B’

AABC = AA'B'C’ (figura 2). Fig. 2
Cazul CU (cateta-unghi). Doua triunghiuri dreptunghice care au cite o cateta si

ciate un unghi ascutit respectiv congruente sunt congruente.
Mai precis, oricare ar fi doud triunghiuri C

dreptunghice AABC si AA'B'C' cu 4 = «A" =
= 90°, daca AB = A'B' si «B =«B’, atunci
4 = B A %

AABC = AA'B'C’ (figura 3).

’

B’
Fig. 3
Cazul IU (ipotenuza-unghi). Doua triunghiuri dreptunghice care au ipotenuza si
ciate un unghi ascutit respectiv congruente sunt congruente.

. . . o . . . '
Mai precis, oricare ar fi doud triunghiuri C C

dreptunghice AABC si AA'B'C' cu 4 = «A4' =
= 90°, daca BC = B'C' si «C = «(C', atunci
A B 4™ B’

AABC = AA'B'C’ (figura 4).

Fig. 4
Cazul IC (ipotenuzi-catetd). Doud triunghiuri dreptunghice care au ipotenuza si o
catetd respectiv congruente sunt congruente.

Mai precis, oricare ar fi doud triunghiuri € ¢

dreptunghice AABC si AA'B'C' cu «4 =<4’ = l\\
! # B AM } B’

= 90°, daca BC =B'C' si AB = A'B’, atunci
Fig. 5

AABC = AA'B'C’ (figura 5). A

Observatie: Daca doua triunghiuri dreptunghice sunt congruente, atunci unghiurile
lor sunt respectiv congruente si laturile lor sunt respectiv congruente. Altfel spus:

Daca AABC = AA'B'C’, atunci avem relatiile:

+A=+A4",¥B=«B", «C=+C"; BC=B'C',AC=A'C",AB=A'B".
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Re;inem!

Douai triunghiuri dreptunghice sunt congruente daca au:

— catetele respectiv congruente, cazul CC (cateti-cateti);

— cate o catetd si cate un unghi ascutit respectiv congruente, cazul CU (cateta-unghi);
— ipotenuza si cate un unghi ascutit respectiv congruente, cazul IU (ipotenuzi-unghi);
— ipotenuza si cate o cateta respectiv congruente, cazul IC (ipotenuzi-cateta).

® ® O activitati de invatare ® ® @
PE]intelegere *

1. Studiati triunghiurile dreptunghice de mai jos si precizati care sunt congruente si care
este cazul de congruenta in fiecare caz in parte.

D E
[ 45
C > L M N : (0] R
5 I
4| \5 4 > 45 5
45
A B F K 3 m (™ T
G H S
45

2. Construiti un triunghi dreptunghic ABC cu «4 = 90°, stiind ca:
a)AB=3cmsi AC=4cm; b) AB =5 cm si «B =30°;
c)AB=4cmsi BC=6cm; d) BC=6cm si «C = 60°.
3. Fie un triunghi dreptunghic ABC cu «4 = 90°. Pe dreapta 4B se considera un punct D,
astfel incat 4 sa fie mijlocul lui BD. Demonstrati ca CD = CB.
4. Se considera punctele coliniare A — O — B si C— O — D. Stiind ¢d «4CO = «DBO = 90°
si AO = DO, demonstrati ca triunghiul BOC este isoscel.
5. Se noteaza cu d(M, 4B) distanta de la punctul M la dreapta 4B, adica lungimea seg-
mentului determinat de punctul M si piciorul perpendicularei din M pe AB. Daca M este un
punct oarecare pe bisectoarea unui unghi xOy, demonstrati ca d(M, Ox) = d(M, Oy).
6. Fie un unghi xOy si M un punct ce apartine interiorului unghiului. Demonstrati c&, daca
d(M, Ox) =d(M, Oy), atunci OM este bisectoarea unghiului.
7. Se considera un triunghi ABC. Demonstrati cd daca d(B, 4C) = d(C, AB), atunci AB= AC.
8. Se considerd un triunghi MNP. Demonstrati ca, dacad d(N, MP) = d(P, MN), atunci
«MNP = «MPN.
9. Se considera triunghiurile isoscele ABC si A'B'C’, cu bazele BC, respectiv B'C'. Daca
+ABC=+A'B'C’'si d(4, BC)=d(4', B'C"), demonstrati ca cele doud triunghiuri sunt congruente.
10. In triunghiul MNP se construieste MQ L NP, punctul Q se afla pe segmentul NP.
Daca NQ = PQ, demonstrati ca MN = MP.
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Unitatea: Triunghiuri particulare

@3 1. Proprietatile triunghiului isoscel

Ne amintim ca un triunghi cu doua laturi congruente este un triunghi isoscel.

Daca triunghiul ABC (figura 1) este isoscel cu laturile AB si AC
congruente (4B = AC), atunci BC este baza triunghiului isoscel si
unghiul A4 este unghi opus bazei BC, iar unghiurile B si C sunt
unghiuri aliturate bazei BC.

Problema 1:
Demonstrati ca:
a) dacd un triunghi este isoscel, atunci unghiurile aldturate bazei sunt congruente;
b) dacd doud unghiuri ale unui triunghi sunt congruente, atunci triunghiul este isoscel,
avand ca baza latura determinata de varfurile celor doua unghiuri.
Demonstratie:
a) Fie ABC (figura 2) triunghiurile isoscel (4B = AC). A
Consideram triunghiurile ABC si ACB.
e AB = AC (ipotezd)
Din {eBC = CB (laturd comun) si cazul de congruentd LLL rezulta
e AC = AB (ipoteza)
AABC = AACB. Conform definitiei triunghiurilor congruente rezultd Fig. 2
+ABC = «ACB, respectiv +ACB = «ABC si «BAC = «CAB. Deci «B = «C;
b) Fie MNP (figura 3) un triunghi cu «PMN = «PNM.
Consideram triunghiurile PMN si PNM.
o« PMN = «PNM (ipoteza)
Din < eMN = NM (laturd comund) si cazul de congruentd ULU rezulta
e £« PNM = «PMN (ipoteza)
APMN = APNM. Conform definitiei triunghiurilor congruente rezulta
PM= PN, PN = PM si «MPN = «NPM. Deci PM = PN.

Fig. 1

Fig. 3

Problema 2:

Se considerd un triunghiurile isoscel ABC cu AB = AC si AM mediana.

Demonstrati ca triunghiurile ABM si ACM sunt congruente si deduceti ca mediana AM
este si inaltimea din varful unghiului opus bazei, semidreapta A M este bisectoare a unghiului
opus bazei si dreapta 4M este mediatoarea bazei BC.

Demonstratie: A

Consideram triunghiurile ABM si ACM (figura 4).

e AB = AC (ipoteza)
Din {eBM =CM (ipoteza) si cazul de congruenta LLL
e AM = AM (latura comuna)
rezultd AABM = AACM. Din definitia congruentei triunghiurilor rezulta B M ¢
+ABM = +ACM (1), «BAM = «CAM (2), «+AMB = AMC (3). Fig. 4

Matematica. Clasa a VI-a

207



Matematicad. Clasa a VI-a

208

Din (3) si faptul ca «AMB + «AMC = 180° rezultd «AMB = «AMC = 180° : 2 = 90° si
AM 1 BC, adica mediana AM este inaltime. Din (2) rezultd ca semidreapta A M este bisec-
toarea unghiului opus bazei. Din AM 1 BC si BM = CM rezulta ca dreapta AM este media-
toarea segmentului BC (varful 4 al triunghiului isoscel ABC se afld pe mediatoarea bazei
BQO).

Observatie: Dreapta AM (M € BC, BM = CM) este si axa de simetrie a triunghiului
isoscel ABC.

Problema 3:

Punctul P se afla pe latura BC a triunghiului ABC. Segmentul 4P A
este mediana (P € BC, BP = CP) si naltime (P € BC, AP 1 BC).

Demonstrati cd triunghiul ABC este isoscel.

Demonstratie:
Consideram triunghiurile dreptunghice ABP si ACP (figura 5),
+APB = +#APC = 90° deoarece AP L BC. B 2 c
. eBP = (P (ipoteza) . - Fio. §
D 1 t 18-
' {OAP = AP (laturd comuna) si cazul de congruentd CC

rezultd AABP = AACP. Din definitia congruentei triunghiurilor rezultd «4BP = «ACP (1),
AB=AC (2) si «BAP = «CAP (3).
Din (2) rezulta ca triunghiul ABC este isoscel.

Observatie: Triunghiul in care o mediana este si indltime este un triunghi isoscel.

Retinem!

e Un triunghi este isoscel daca si numai daca unghiurile alaturate bazei sunt congruente.

e Pentru a demonstra ca un triunghi este isoscel este suficient sa aratam ca doua
dintre dreptele determinate de liniile importante corespunzatoare unei laturi coincid, iar
latura respectiva este baza triunghiului isoscel.

e Dacd un triunghi este isoscel, atunci:

— medianele corespunzatoare laturilor congruente sunt congruente;

— Inaltimile corespunzatoare laturilor congruente sunt congruente;

— bisectoarele corespunzitoare unghiurilor congruente sunt congruente.

® ® O qctivitati de invditare ® ® @
PElintelegere~ |

1. Construiti un triunghi isoscel ABC cu AB = AC, stiind cé:
a)AB=5cmsi BC=6cm; b) ¥4 =60° si AC =4 cm;
c) BC=7cmsi«4="70°.
2. Se considera triunghiul isoscel ABC.
a) Daca 4B =3 cm si AC =4 cm, calculati BC.
b) Dacda AB =3 cm si AC =7 cm, calculati BC.
3. Unul dintre unghiurile unui triunghi isoscel are masura de 40°. Calculati masurile celor-
lalte unghiuri ale triunghiului.



4. Masurile a doua dintre unghiurile unui triunghi isoscel sunt proportionale cu 5 si 8.
Calculati masurile unghiurilor triunghiului, stiind ca acestea sunt reprezentate prin numere
naturale.
5. In triunghiul isoscel 4BC se stie ca «BAC = 120°. Calculati masurile celorlalte unghiuri
ale triunghiului.
6. In triunghiul ABC se stie cd «4BC =70° si «4CB = 40°. Stabiliti natura triunghiului ABC.
7. Fie triunghiul dreptunghic ABC, cu 4 = 90°. Daca triunghiul ABC este isoscel, atunci:
a) laturile congruente ale triunghiului sunt: ...;
b) unghiurile ascutite ale acestuia sunt ... si au masura egald cu ...° fiecare.
8. Construiti un triunghi isoscel MNP cu baza MN, cunoscand cd:

a) PM=6cmsi MN =15 cm; b) PM=4,5 cm si MN =6 cm.
9. Construiti un triunghi isoscel ABC cu baza BC, cunoscand ca:
a) AB=3,5 cm si ¥4 = 30°% b) AB =40 mm si £4 = 135°.

10. Construiti un triunghi isoscel MNT astfel incat AMNT = AABC, unde AABC este
triunghiul din problema 9.b).

E Aplicare si exersare **

11. Se considerd un triunghi isoscel MNP si se construieste EF || NP. Demonstrati cd
triunghiul MEF este isoscel.
12. in triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC, se noteazi cu M mijlocul laturii BC. Bisectoa-
rea unghiului ABC intersecteaza latura opusa in N. Dacda AM N BN = {O} si «4BC = 50°,
calculati:

a) masurile unghiurilor triunghiului BCO; b) masurile unghiurilor triunghiului ABN.
13. Demonstrati ca in orice triunghi isoscel:

a) unghiurile de la baza triunghiului sunt congruente;

b) bisectoarele unghiurilor de la baza sunt congruente;

¢) medianele corespunzdtoare laturilor congruente sunt congruente;

d) indltimile corespunzatoare laturilor congruente sunt congruente.
14. Se considerd un triunghi 4BC si M mijlocul laturii BC. Daca AM L BC, arétati ca
triunghiul este isoscel.
15. Se considera un triunghi 4BC si fie semidreapta 44" bisectoarea unghiului 4. Daca
AA' L BC, aratati ca triunghiul ABC este isoscel.
16. Se considera un triunghi ABC si se ia un punct M pe latura BC astfel incat BM = MC.
Daca semidreapta A M este bisectoarea unghiului A4, aratati ca triunghiul ABC este isoscel.
17. Fie un triunghi isoscel ABC cu baza BC si un punct D interior triunghiului, astfel incat
+ABD = #ACD. Demonstrati ca semidreapta AD este bisectoarea unghiului BAC.
18. Se considerd un triunghi isoscel ABC cu baza BC si punctele £ pe segmentul AB si F'
pe segmentul AC. Dacd BF N CE = {D} si AE = AF, demonstrati ca AD | BC.
19. Fie un triunghi isoscel ABC cu baza BC si punctele M pe segmentul 4B, respectiv N pe
segmentul AC, incat AM = AN. Daca AD 1 BC (D se afla BC), aratati ca «DMN = «DNM.
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Indicatii si raspunsuri

SOLUTIILE TESTELOR DE AUTOEVALUARE POT FI CONSULTATE AICI:
(Scanati codul QR cu camera telefonului, nu din aplicatia Mate2000+)

ALGEBRA

CAPITOLUL. MULTIMEA NUMERELOR iINTREGI

Unitatea: MULTIMEA NUMERELOR INTREGI. REPREZENTARE PE AXA NUMERELOR.
COMPARARE S| ORDONARE

1. Numar intreg. Multimea numerelor intregi. Opusul unui numar intreg. Reprezentarea
pe axa a numerelor intregi

1. a) numar intreg; b) acel numar intreg care se obtine din numarul intreg considerat prin schimbarea

semnului acestuia; ¢) o dreapta pe care s-a fixat un punct numit origine, un sens pozitiv si o unitate de
0

masura. 2. a) . = . ; b) analog; c) analog; d) se ia unitatea de masura
54 +1 42

0,5 mm. 3. a) naturale sunt: 3; 0, 5:2 ; 41 si intregi sunt: —17; +3; 0; %: 2; —13; 41; b) naturale sunt:

0; 83; +15; +43 si intregi sunt: —3; 0; 83; +15; +43; —17. 4. N c Z deoarece orice numar natural este si
intreg, iar Z ¢ N, deoarece existd numere intregi negative care nu sunt naturale. Exemple: 4 € Z
si—4¢ N5 {3} {0}; {2}; {-3, 0} {-3,2}; {0, 2}5 {-3, 0, 2}; . 6. 2) -3; 14; 0; —11; 135 -2; 3;
-4; 7, -5;12; b) 15; -13; 0; 17; -2; 1; —1; 7; =5; —4; 5; ¢) 3; =7, 0; =3; 14; —15; -13; 12; —4; 8; 17.
7.a)+1;+2; +4;b) —4; -3; —1;¢c) 4si+4;—-1si+1;d)0; 1;2; 4. 8. a) 4 = {+2, -3, 0, +444, +3, -7,
-2}, b) A= {+4, +3,+2,+1,0, -1, -2, =3}. 9. +7, -5, +3, 0, -2, +1, =6, +4. 10. De exemplu: a) 1,
5,6;b)—1,1,3;¢)-3,-4,-1;d)0,1,2;¢)-7,-2,-1;2,3,7.11.a) -3, -2,-1,0, 1, 2; b) -3, -2,
-1,0,1,2,3,4;¢)-3,-2,-1,0, 1. 12. a) 7, 14, 21; b) 14, 7, 0, =7, —14, =21, —28. 13. Adevarate
sunt: b), e), f), h), 1). 14. 4 = {-4; -7;2; 0; +5}; B={2; 0; +5}; C={-4;-7}. 15.a) 4 = {+5, 0, 2, +8,
+3,4};b)B=1{4,0,2,48,4};¢c)C={-7,-9,-1};d)D={-4,2,8,4}.16. 4 ={+4,-3,-2,-1,0,

| 0
1,2}, B=1{-2,-1,1,2,3}17.a) R :
faatiy u.m.
b) t 0 ;C) _ . . . 0 :
u.m. -2 4 3 2 -1
d) 3 5 1 2 .18.2)-10, -8, —6, -4, ~2; b) 15,13, ~11.

19.a)-3,-2,-1,0,1,2,3;b)-1,0,1,2,3,4,5;¢)-3,-2,-1,0, 1, 2, 3. 20. =7°.

4 D FOCB E e B
21.a) s 5 101 2 7 ;b)AE=9 cm; BD=5cm; EF =5 cm.

22.2) AS Mg f; :b) OA+OB+AM+AB=5+3+4+8=20 (um.).

3.4 0 B ) Din AB+50B =14 = 2x+5x=14 = Tx = 14 = x = 2;

—X 0 X
b) Din 304 +5BO=16=3x+5x=16 =28 =16 = x=2.
o M N M o N

24. a)

N M 0 N o M
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. 1357 2019 2021 1
obtinema-b=—-=-=.—. . -

. 2022 1 2022 2023 .
357972021 2023 2023

= + = =
2023 2023 2023 2023
7 2019 2021

. 1 .
si 1 este numar natural; b) Observam ca —< i, pentru ca 5 < 9 si analog 3 <y .
35 7 9 2021 2023

Calculaim a - b +

Inmultind relatiile obtinem: 122 &<§Zl_l 2021

. wo——, adicAa<b.Dina<b|-a
3711 2021 5 9 13 2023

. 1 1
rezultd ¢ a® < ab si cum ab= —— si —— < 0,005, rezulti ci a* < 0,0005.
2023 2023

GEOMETRIE
CapiToLuL. TRIUNGHIUL X

Unitatea: TRIUNGHIUL
1. Triunghi. Definitie. Elemente. Clasificare. Perimetrul triunghiului

M
1. i i varfuri: M, N, P; laturi: MN, PN, MP; unghiuri: MNP, MPN, NMP.
N P

2. a) BC; b) «C; c) «B si «C. 3. 4 triunghiuri: POR, POH, PRH, QRH. 4. a) ABF, ABD, ABE, ABC,
b) FBD, EBC. 5. Adevarate: a), b), iar restul false. 6. Are doud laturi congruente; are toate laturile
congruente; are un unghi drept; are un unghi obtuz; are toate unghiurile ascutite. 7. Ipotenuza este
PR si «Q = 90°. 8. a) scalen; b) isoscel; ¢) echilateral. 9. a) dreptunghic isoscel; b) obtuzunghic
isoscel; ¢) ascutitunghic.

M
10. g 4 3 11. D r
N
C c . P
D E

12. a) 11,4 cm; b) 10,5 cm; ¢) 7,2 em. 13. a) BC =4 cm; AB = 2,4 cm; AC = 3,2 cm; b) 6 cm, 8 cm,
10 cm. 14. 3 cm. 15. a) obtuzunghic; b) dreptunghic isoscel; ¢) echilateral. 16. a) 7 <5+ 8,5 <7 + 8 si
8 <7+ 5 = punctele 4, B, C determind un triunghi, deci sunt necoliniare; b) 11 = 8 + 3, adica
b=a+ ¢ = nu existd AABC, deci punctele 4, B, C sunt coliniare. 17. Psp = 19 cm = 4B + AD +
+BD=19cm = AB + BD =11 cm (1); Paucp =26 cm = AC + AD + DC =26 cm = AC + DC =

1.2

=18 cm (2). Atunci Ya4pc = AB + BC+ AC = AB + AC + BD + DC( = )29 cm. 18. AB =16 cm,
BC =50 cm, C4A = 40 cm. 19. 72 cm, 120 cm si 168 cm. 20. 144 cm. 21. In triunghiul ABC pre-
supunem laturile AB si AC congruente. Cazul 1: AB = AC = 8 cm rezulta BC =26 cm — 16 cm =
=10 cm. Cazul 2: BC = 8 cm rezultd 4B = (26 cm — 8 cm) : 2 =9 cm. 22. 234 cm. 23. Fie a, b, ¢
lungimile laturilor triunghiului. Presupunem ca a < b < ¢. Atunci a, b < 4 si ¢ 2 5. Avem imediat
c<a+b<4+4=38 adicice {5,6,7} (1). In functie de valorile lui ¢ din (1) analizam, pe rand,
cazurile: 1) ¢ =5 = (a, b) € {(2, 4); (3, 3); (3, 4); (4, 4)}, adica exista doua triunghiuri isoscele;
i) c =6 = (a, b) € {(3, 4); (4, 4)}, adica existd un singur triunghi isoscel; iii) c =7 = a = b = 4,
adica existd un singur triunghi isoscel. In total exista 4 triunghiuri isoscele. 24. a =15, b =10, ¢ = 6;
¢ =24% din (a + b). 25. Fie 4, B, C, D, E, F cele 6 puncte, astfel incat oricare trei sunt necoliniare.
Atunci sunt 5 segmente cu o extremitate in 4: AB, AC, AD, AE si AF. Aplicand principiul cutiei,
oricum le-am colora cu rosu sau cu albastru, existd cel putin trei segmente de aceeasi culoare.
Presupunem 4B, AC, AD colorate 1n rosu. Studiem ce culoare au laturile triunghiului BCD: i) Daca
una dintre laturile acestui triunghi are culoarea rosie, atunci triunghiul determinat de acea latura si
punctul A4 este rosu. ii) Daca niciuna dintre laturile acestui triunghi nu are culoarea rosie, atunci
ABCD este albastru, adica exista cel putin un triunghi de aceeasi culoare.
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